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RESUMO 
Este trabalho consiste no estudo do es-
coamento que ocorre no, interior de um elemento de separação do 
processo jato centrífugo, método jatos opostos. 
Para a resolução do problema proposto,u 
tilizou-se o calculo variacional ou-mais especificamente meto 
do de Ritz para aproximação de soluções em series de potên 
cias. ' 
Considerou-se três casos típicos de es-
coamento , a saber: . 
a) Gas Ideal 
b) Hexafluoreto de Urânio Puro 
c) Mistura constituída de 95% de Hi-
drogênio e 5% de hexafluoreto de urânio que é em realidade 
utilizada no processo. 
Os .resultados para estes três casos, ra 
tificaram a necessidade de haver uma grande proporção de um 
gãs leve auxiliar no jato original. 
ABSTRACT 
, This work is about the flow in the inner 
part of a separating element -in the jet nozzle, that is, 
opposite jets method. 
T © E solve this problem we used the 
variational calculus or, to be specific, the Ritz method -to 
approximate solutions -in potences series, 
We took into considerations three typical 
flow cases: 
a) Ideal Gas 
b) Uranium Hexafluori&e 
c) A mixture of 95% of Hydrogen and 5% 
of Uranium Hexaf luoririe which is used in the process. 
The results in this three cases ratify 
the necessity of the existence of a great proportion of light 
gas to help the jet. 
SIMBOLOGIA 
a. i coeficientes da aproximação em serie, 
a - vetor, hiperespacial. 
c -velocidade do som. 
c 
o 
- velocidade do som no ponto de estagnação. 
-.fluxo 
J - funcionais. 
P - ..pressão. -
P q "- pressão no ponto de estagnação. 
•R- - raio do elemento de separação. 
r - coordenada radial; 
u - velocidade de. escoamento. 
v^ - componente radial da velocidade 
v - componente angular da velocidade 
x,y - coordenadas cartesianas 
Y - constante adiabãtica 
- direções de maximização 
4> - função potencial 
^-parâmetros de 'maximização 
p - peso específico pQ*~ peso específico no ponto de estagnaç 
0 - coordenada angular 
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I - INTRODUÇÃO E OBJETIVOS 
Dentre os métodos de enriquecimento do urânio a-
tualmente utilizado como contrapartida ao método de difusão ga-
sosa se destacam dois métodos baseados em princípios bem seme-
lhantes j porém cujas técnicas de realização são totalmente di-
versas [JT] . 
Estes métodos são respectivamente, o método da 
ultracentrifugação e o método jato centrífugo' H l ] * 
Ambos os métodos tomam por princípio o efeito de 
separação em uma mistura de gases de pesos moleculares diferen-
tes, quando submetida a ação de um campo centrífugo bastante in 
tenso. 
Neste trabalho nos propomos a estudar alguns as-
pectos do processo jato centrífugo, que compreende dois méto-
dos . 
No primeiro e mais estudado, para se obter um 
campo centrífugo suficientemente elevado, força-se um jato de 
uma mistura de hexafluoreto de urânio e um gãs leve auxiliar 
(He. ou H".) cuja função sera esclarecida mais adiante, a esco-
ar ao longo de uma parede de curvatura acentuada, situada apos 
a fenda por onde entra o jato. 
Combinando deste modo a grande velocidade do ja-
to, ao entrar pela fenda, com a curvatura do fluxo causado pela 
parede, obtém-se um intenso campo centrífugo, que proporciona 
uma separação parcial dos dois Isótopos de .urânio no hexafluore 
to. 
Tiramos proveito disto obtendo um enriquecimento 
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do urânio recolhendo duas frações que sao formadas pela divisão 
do fluxo gasoso por uma lâmina colocada antes do término do cara 
po centrífugo '(Fig. 1) • Q 2 , 3 , 
0 papel desempenhado pelo gas leve auxiliar e o 
de permitir ac hexafluoreto de urânio atingir grandes velocida-
des sem formação de ondas de choque 2 ,3 . 
Isto e conseguido porque a velocidade do som de 
uma mistura de gases,mantidas todas as outras condições constan 
tes, varia Inversamente com o seu próprio peso molecular médio. 
Desta forma se tivermos, como no caso em pauta, um componente 
da mistura com peso molecular muito maior que o outro, para ob-
termos grandes velocidades de fluxo do componente mais parado, 
basta aumentarmos a proporção do componente mais leve, diminuin 
do o peso molecular médio da mistura e aumentando sua velocida-
de do som Q 3 _] . 
No caso que iremos estudar, temos uma mistura de 
hexafluoreto de urânio (PM=412) e hidrogênio (PM=2) com uma pro 
porção, considerada ideal ao método de 95% de. H2 para 5% de he-
xafluoreto de urânio e uma velocidade do fluxo de entrada de 
3 60/2 teremos então.para uma temperatura de 33Ok e uma pressão 
de. 210 mm", um numero de Mach com valor 3 para o hexafluoreto de 
urânio, valor 0,2 3 para o hidrogênio e valor .0,6 3 para a mistu-
ra . \ ^ 
0 poder de separação desse processo ê restringi-
do principalmente pelas perdas de er.ergia por atrito do jato na 
parede curva e na fenda de entrada [_ lí , 5 j . 
Para evitar este incoveniente, foi idealizado uru 
novo processo para por1 em pratica este mesmo método, qual seja 
FIGURA 1 _ Elemento de Separação do Processo Jato Centrífugo1 
(cora parede) 
GAS INICIAL 
3 - 5 % UF e 
o 
9 5 - 97% H„ 
FRAÇÃO LEVE'ENRIQUECIDA EM U-235 e 
FRAÇÃO PESADA 
O', D25cm 
0,1 cm 
FIGURA 2 - Elemento de Separação do Processo Jatos Oposto: 
FRAÇAO LEVE 
GAS INICIAL 
FRAÇA0 LEVE 
FRAÇA0 PESADA ' 
FRAÇA0 LEVE 
GAS INICIAL 
FRAÇA0 LEVE 
FRAÇA0 PESADA 
0,05 cm 
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o encontro frontal cie dois jatos cuja constituição e idêntica 
a do processo, anteriormente descrito' £ 4 ^  , 
Semelhantemente separa-se porções por meio de 
lâminas dispostas apropriadamente e dividindo o fluxo como no 
processo anterior (Fig. 2 ) . 
Este processo tem maiores perspectivas de êxito 
que o seu predecessor, quer devido a um menor gasto de e n e r -
gia, quer a uma menor complexidade das aparelhagens que são u 
tilizadas em seu funcionamento ^ Zl • 
No presente trabalhoprocuraremos descrever o 
perfil do fluxo gasoso resultante do encontro frontal de doi's 
jatos de gases a fim de uma possível aplicação no 'ultimo pro-
cesso acima descrito. 
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II - FORMULAÇÃO DO PROBLEMA 
II. 1 - Sistema Físico 
0 enriquecimento do urânio nesse processo ê con-
seguido através de vários estágios ou etapas ligados em suces-
são por meio de um sistema de cascata sendo o numero de está-
gios determinado pelo grau de enriquecimento desejado, girando 
em torno de 2 00. 
Cada estagio ê constituído por compressores vál-
vulas e elementos de separação. Na planta piloto construído 
em Karksruhe, visando a otimização do processo, o numero de e-
lementos de separação utilizados em cada estágio e cerca de 80. 
Frisando, ainda uma vez que, estudaremos o fluxo 
de gases somente nesses elementos de separação. 
Ate recentemente o ünico método de realização prã 
tica do processo jato centrífugo era o que utiliza • uma parede 
.curva, citando o projeto de Kalruhe como exemplo, sendo cada 
conjunto de elementos de separação construído em um tubo cujo 
máximo comprimento é 15 cm na periferia dòs quais se inserem 
os elementos de separação propriamente ditos, compreendidos, co 
mo já foi dito, por uma parede curva e lâminas de entrada e 
saída. 
Nesse elemento de separação.o raio de curvatura 
da parede para obtermos a necessária força centrífuga é da or-
dem de 0,2 mm. 
No caso em questão > o método dos jatos opostos, 
na falta de maiores estudos e dados concernentes, fez-se uma 
v 
FIGURA 3 - Simplificação da Fig. 2 
Fração Pesada 
FIGURA 4 - Parte da Figura 3 
Fração Pesada 
Fração Leve 
Gas Inicial 
I R= 0,02cm 
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analogia deste com o método anterior, resultado disto que a dis 
tância entre as entradas dos jatos; gasosos que se chocam sex^ a 
de ordem de O^irun, igual ao dobro do raio de curvatura da pa-
rede anteriormente citada e.ainda temos que o diâmetro da cir-
cunferência que se obtém unindo os pontos extremos das lâminas 
de separação sera Igualmente de OjUmm, e finalmente represen-
tando estes extremos por pontos resultara a Figura 3 a qual 
constitui.a esquematização para o sistema físico que utillzare 
mos èm nosso estudo. 
II..2 - Equações e Condições de Contorno: 
Ao observarmos a Figura 3, nota-se claramente a 
existência de dois eixos de simetria dividindo o circulo da 
figura em quatro partes Iguais com' fluxos idênticos em cada 
uma delas. Assim isolando uma dessas partes CFig. '*) teremos 
a região que iremos estudar, a qual ê definida da seguinte ma 
neira: 
a) em coordenadas retangulares 
{x, y s o, r ^ ] V x 2 + y 2 = r 2 } 
b) em coordenadas polares 
{6 e £ o , ir/2 J , r e Q o , } 
E do fato de que cada- uma das partes tem pontos 
equivalentes em relação aos eixos de simetria, observa-se em 
partes do contorno da região acima definida as seguintes exi-
gências "a priori" para a nossa solução: 
Para a parte de nossa região equivalente aos e_i 
xos.de simetria do círculo total, (6 - O, 6 = rr/2) não pode 
haver variação do fluxo em relação ao angulo 6 para cada 
distanciar do centro do circulo, sendo então validas equações: 
v e = o 
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onde F é o fluxo, 
como F = v^ onde ê a componente radial da velocidade,di£ 
so teremos que -
3vr - 0 
38 
todavia no, centro de nosso cilindro o fluxo será nulo,pois não 
pode haver qualquer fluxo de massa nesse ponto e sabendo que 
o peso específico nunca se anula concluímos que "nesse ponto 
(r=0) a componente radial da velocidade devera se anular 
Cv„=0). 
Para a circunferência que limita nosso circulo 
não hã qualquer restrição quanto a forma da solução que devere 
mos achar, ficando por conseguinte as nossas condições de con-
torno limitadas as partes de nossa região equivalentes aos ei-
xos de simetria. 
Antes de prosseguirmos faremos uma tentativa de 
justificar o método de abordagem do problema que utilizamos,pa 
ra isto, em primeiro lugar, calculamos a ordem de grandeza do 
n? de Knudser. - dado por kn = 1/Ls onde Z • ê o percurso li-
vre médio das moléculas de um gás e L ê a dimensão caracte — 
rísticas do sistema em estudo -, para as condições de operação 
dadas no Capítulo de Introdução e fazendo L=0,0 2cm - raio de 
nosso cilindro teremos kn~ 10 o qual e pequeno o sufici 
ente para considerarmos o gas como um meio continuo. Podendo 
3F 
30 = 0 
por conseguinte estudarmos, em uma primeira aproximação, a mis_ 
tura gasosa usada no processo como tendo comportamento idênti-
co ao de um fluido newtoniano, mesmo que, em adotando um tal 
procedimento, venham a surgir uma serie de limitações quanto 
ao estudo do processo em si, não nos sendo possível efetuar cal 
culos de fatores de separação e de enriquecimento essenciais 
na verificação do. processo. (Apêndice C) 
E por ultimo como neste método não temos a pre-
sença da parede que no outt^o método dava lugar' ao aparecimento 
de forças de arraste do glís ao passar pela parede, não levare-
mos em conta a força viscosa. 
Desse modo temos que em regime estacionário ou 
permanente, podemos escrever para um fluido newtoniano e in-: 
víscido as seguintes equações de movimento. 
• A equação -da continuidade: 
V.(pv) '=. 0 (2.1) , 
e a equação da conservação de momento linear: 
p(v. V)v = -T + f (2.2), 
onde : 
a massa.específica 
velocidade local de escoamento do gas, 
tensor das tensões que agem no gas, 
força de campo Q 5 , 6 , .7 
p e 
v a 
T o 
f a 
ï ï 
Para um fluido perfeito 
T = pi (2.3), 
f = P q (2.4), 
onde: 
p e a pressão termodinâmica, 
I o tensor identidade e 
g a aceleração da gravidade £ 5, 6, 7 J 
Como o fluido, em pauta, e um gãs podemos des-
prezar o termo correspondente a ação da gravidade, pois a mas 
sa específica é* muito reduzida Q 6 3 • 
Desta forma ficamos com o sistema de equações 
que se segue: 
Vp.v + pV.v = 0 (2.5) , 
pCv. V)v = -pi (2.6), 
o qual pode ser acoplado em uma única equação considerando um 
escoamento isoentrõpico. 
Deste modo, dS - 0 (2.7), 
e se p = p(p, S) (2.8), 
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então 
segue-se 
dP = — dp (2.10), 
3 3P 2 
onde ^ = c sendo c a velocidade do som. (2.11),. 
Assim se tivermos: 
vp
 = S vp + ff 73 (2- l 2 )' 
resulta das equações 2.10 e 2.11: 
VP = C 2 Vp- (2.13), 
que substituida em 2.6a darã: 
p(v. V)v = -c Vp (2.14)', 
ou 
Vp - _ £_ (v. V) v (2.14a) , 
c 2 ~ 
Manipulando convenientemente a equação 2.5 a-
pos substituição de Vp pela expressão dada em 2.14a,obtém-
-se: 
c 2V .v - v.(v . V)v = 0 (2.15) , 
13 
Considerando o mesmo escoamento como irrotacional 
podemos representar a velocidade local do gãs como sendo o gra 
diente de um campo potencial expresso, por sua vez como uma 
função espacial <í>Cx) . 
Então: v = <Kx) (2.16) , 
transformando a equação 2.15 em: 
C 2 V2({> + V*. £ CV<í>.V)V<í> ^  = 0 . (2.17), 
e finalmente num escoamento bidimensional fica: 
(2.17a) 
em coordenadas retangulares e 
3r -1
 3 r > 2 ^30 -J r 2 3 6 2 
(2 .17b), 
+ li- + ^r^Q> -J^^ãê 0 ¿ C 3 r M r 3 O n r 3 0 3 r U 
em coordenadas polares. 
Equações que podem ser elípticas, hiperbólicas, pa 
rabõlicas, parabólicas ou mistas, conforme o escoamento seja 
subsónico, sônico, supersônico .ou misto, respectivamente. 
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III - RESOLUÇÃO 
III. 1 - Formulação Variacional 
Na solução de um problema do movimento de um flui 
do em uma região R, por métodos que se baseiam no'calculo va-
riacional, existem quatro etapas específicas que são: 
(i) Achar integrais cuja variação conduza as e~ 
quações de Euler equivalentes aquelas da dinâmica dos fluidos, 
(ii) Adicionar a tais integrais se necessário 
alguns termos (outras integrais) a. fim de satisfazer as condi-
ções de. contorno do problema considerado. Disto resulta um va-
riando, ou Integral que é adaptada a uma região A. se a região 
for limitada; porém se o .contorno de A atingir o infinito es-
te variando pode divergir e teremos chegado a etapa seguinte; 
(iil) Ajuste do variando para .que no caso limi-
te, ele permaneça finito e permaneça de acordo com as condições 
do problema no infinito, além de sua variação continuar resul-
tando nas equações de campo e concordando com as condições de 
contorno ordinarias. 
(iv) Por ultimo encentrar por cálculos algébri-
cos e numéricos • funções que tornem estacionario o variando. 
No caso em pauta acontece que não temos condi-
ções de fluxo definidas através de todo o contorno de nossa re-
gião, isto é na periferia do sistema quando r=R não conhece-
mos as condições de fluxo, de modo que não poderíamos ter uma 
solução bem determinada. 
í 5 
Todavia ha um excesso de condições a serem sa-
tisfeitas no restante do contorno, isto ê nos eixos de sime-
tria quando 8 = 0 e e = 7 r / 2 ? assim utilizando este excesso 
de condições em uma parte, e falta noutra parte do contorno, po 
demos vislumbrar um meio de dar ao problema a determinação que 
se faz mister na resolução assim testamos vários tipos de flu-
xo para a periferia do sistema chegando as respectivas solu-
ções para verificar qual a que mais se aproxima das condições 
em excesso nos eixos de simetria, sendo a que mais se aproxi-
mar , adotada como nossa solução, . 
Como um tal método * exigiria um numero muito gran 
de de tentativas, decidimos adotar um outro procedimento, qual 
seja o de deixar livre as condições de fluxo na periferia, con 
finando-se as possíveis soluções aquelas funções pertencentes 
a uma família de funções satisfazendo as condições em excesso 
assim como as ordinárias nos eixos de simetria. 
A maneira mais indicada de obtermos uma família 
de funções que satisfaçam as condições de fluxo nos eixos d'e 
•simetria, apresentadas no capítulo anterior é através de uma 
expansão em serie, 
CO 
4>(r, 6) = Z a. <£. (r, 9) 
i=l x 1 
onde §^ são as funções analíticas que satisfazem as exigên-
cias ja referidas e formam um conjunto completo e os a^ são 
os seus respectivos coeficientes. 
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Uma das formas de que. forma um conjunto 
pleto e: 
4>.Cr,B) = R-Cr) 0 . C9 ) 
sendo R¿trO determinado pela condição do ponto central Cr-
ficando, 
R.Cr) = C - ^ - ) 1 + 1 
enquanto devido as exigencias nos eixos de simetria é 
forma que se segue 
0 iC8) - cos C26i) 
Assim os (j)^  serão: 
^ 0 , 6 ) = C — " ) 1 + 1 cos C29i) 
o que nos leva a : 
6Cr,6) = I a-C-l") 1 + cos (26i) 
i=l 
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III. 2 - ESPECIFICAÇÃO DAS FORMAS DAS INTEGRAIS 
Como passo inicial para resolução de nosso pro-
blema, correspondente a primeira etapa do método de resolução 
exposto acima, mostraremos que as equações 2.17, a que chega 
mos no capítulo anterior, são equivalentes as resultantes da 
aplicação da Equação (equação de campo) a um funcional apropri 
ado £ 8 . 9 3 . Este fato nos sugeriu a utilização do calculo va 
riacional no encontro das soluções desejadas. 
Ratificando esta nossa suposição Batemann £ 1 0 ] 
provou que a integral 
I = P dV 
V 
onde p ê a pressão termodinâmica e v a região em estudo,num 
escoamento potencial, irrotaclonal e bidimensional atinge valo 
res estacionários extremos. Podendo desta forma a pressão ser 
usada como se soubermos sua relação com <j) ou isto e se 
conhecermos uma função de $ ou V<f) que nos forneça a pres-
são p. 
Para encontrarmos a função acima citada, utili-
zaremos a equação de Bernoulll sob a seguinte forma: 
P 
2 
P 
d P
* • = O' (3.2.1), 
Usando como- equação de estado a correspondente 
ao gãs ideal 
P = c p (3.2.2), 
obteremos 
e a seguir 
dP*" v; 
P* 2 
o 
(3.2.3), 
P = P ex C- v 2/2 c 2) 
o p 
(3.2.3a) 
ou 
P = P„ ex C-|V<i)|2./2 c 2) 0 p 1 " (3.2.3b) , 
Expressão esta que colocada na equação de Euler nos dã uma e-
quação diferencial equivalente a 2,17. 
Ass-im a integral : 
I (*) = í P < $ ) . dV (3.2.4), 
v 
onde V ê a região, considerada no escoamento atinge um valor 
estacionário quando $ fornecer a solução do escoamento consi 
19 
derado, 
'' 0 próximo passo a se dar serã a adição de inte-
grais de contorno aquele anterior a fim de satisfazer as condi-
ções de contorno, o que sera feito baseado no trabalho de Lush 
e Cherry Q_l~j,que demonstraram que para urn problema semelhan-
te ao que nos propomos a resolver se se conhece de antemão as 
condições de fluxo em todo o contorno, deve-se adicionar a in-
tegral 3.2.4^ uma outra ficando então: 
J(<f>) = P dV + 
V 
V P l i ds (3.2.5), 
3 cb 
onde S ê o contorno de V e p-J±* ê o fluxo normal a S . 
d n 
Esta expressão atinge um máximo num escoamento 
subsónico quando £ for a solução que procuramos. 
Portanto encontramos uma maneira de calcularmos 
a solução de qualquer escoamento potencial, bidimensional, so-
mente conhecendo de antemão a equação de estado termodinâmico, 
ainda com a garantia de que esta solução dara um escoamento 
subsónico bastando encontrarmos a função que torne máxima e x -
pressão 3.2.5. • 
Destarte podemos considerar um fluido que possua 
uma forma geral com os gases politrõpicos cuja equação de esta-
do em sua forma geral e a que se segue; 
P = et p Y + 6 (3.2.6), 
to 
onde cc>B e y são. constantes características de cada gas. 
• A equação anterior se colocada na equação de Ber 
noulli, permitir-nos-ia achar o funcional apropriado, isto e 
nos permitiria escrever a pressão p como função da velocidade 
do fluido v ou do gradiente de §. 
Também vemos claramente que se fizermos 3 = 0 e 
Y = 1 a equação '3.2.6 se transforma na 3.2,2 com- ct = c 
2 I 
III. 3 - ADIMENSIOMAMENTO; 
Com o intuito de facilitar nossos cálculos e de 
simplificar as equações que utilizaremos na resolução do pro-' 
blema, procederemos agora a um adimensionamento. 
Primeiramente, teremos de adimensionar a função 
potencial $ divldindo-a por RCQ? sendo R o raio do siste-
ma e C q a velocidade do som no ponto de estagnação do escoa-
mento, onde a velocidade e nula, obtendo-se: 
e para a expansão apresentada no início deste capítulo teremos, 
como ê obvio, de adimensionar somente os coeficientes das fun-
ções em que se baseia esta expanção-pois as funções sao por si 
adimensionais 
$ 1
 =
 £ <(,. = E a! *. ' • ' - (3.3.1), 
1=1 R c o 1 i=l 1 1 
Na equação 3.2.6 considerando-se mais uma vez 
8=0 e fazendo p=p p 1 e p = p o 1 em que p são respectivamen 
- ^O O' o * — 
te a pressão e o peso específico no ponto de estagnação advindo 
a equação adimensionada escrita abaixo, 
C|_) = (£-•)? e P ' = P r Y (3.3.2), 
o po 
l'l 
Estamos em condições de obter o funcional adimen 
sional correspondente aos gases politrÕpIcos bastando substitu-
ir a expressão acima na equação de Bernoulli previamente adimen 
sionada resultando: 
pf = Cl - I V 14> * l 2 ) Y/T-l 
onde V'=VR . (3.3.3), 
Fazendo o mesmo na equação dos gases ideais,quan 
do a constante adiabática y ã* igual a unidade, ficamos com.: 
P'=p' 
P * = ex ( - |V (fr1 | 2 ) . (3.3.4), 
P o 
Finalmente, tomando o nosso variando, a equação 
3.2.5, e dando lugar as•transformações que se seguem, 
p»
 =
 p/p 
o 
P* = p/p Q (3.3.5), 
r' = r/R 
V = VR 
e dividindo por IT ficamos com a expressão adimensionada, 
23 
o 
P„ -c 9 o 
P' r' dr f d8 + 
f T r / 2 
(3.3.6), 
*'p' ^ dG 
' 3r f 
e como c Q = y acabamos 
o ' o 
com: 
J ' O f > 5 ) = -
T T / 2 r i r / 2 
P 1 r 1 dr 1 d6 + 4>fP( 5íl d6 
3r' 
C3.3.7), 
e ainda substituindo nessa expressão obtemos respectivamente , 
para gases politropicos e Ideais dois variandos para o potenci 
al adimensional: 
Y 
Y - i 2 Y ! y - í 
(1 v * * ' I ) 1 r 1 dr' d0 •+ 
f T T / 2 
_ Y " 1 2 J/Y-l 
*'C1 • IV. t f ) * I ) dô (3.3.8), 
f T T / 2 
ex ( 
• P 
VT(í> 
•) r 1 dr' de + 
f i r / 2 
0 de (3.3.9), 
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I I I . 4 - MAXIMIZAÇÃO; 
Por ultimo trataremos de encontrar as funções poten_ 
ciais que maximizem as expressões 3.3.8 e 3.3.9, jã que por 
nossa região ser finita não precisamos fazer o ajuste para que 
as integrais não divirjam. 
Portanto necessitaremos usar um método para aproxi-
mação de nossas, soluções, pois não é de nosso conhecimento que 
se possa resolver um tal tipo de problema de maneira exata. 
Como jã conhecemos o tipo de expansão, deduzidas em 
concordância com nossas condições de contorno na seção, 3.1,de 
vemos utilizar a aproximação de Ritz Q.2, lÇ} pois neste método 
e necessário uma semelhante expansão, consistindo basicamente 
do seguinte: 
seja J f ( <í)' ) um variando que desejamos achar o 
máximo, no nosso caso particular as expressões 3.3.8 e 3.3.9. 
Então expandimos em série a solução, tomando como base um con-
junto necessariamente completo de funções, série esta cujos ter 
mos possuem coeficientes a determinar: 
CO 
<f>! = Z a', ó. 
i=l 
transformamos, desta feita, o problema altamente complexo de en 
contrar a função adequada em um de calculo de diversos valores, 
correspondentes aos coeficientes da série anterior. Mudando 
também, em decorrência,0 variando J 1 numa função hiperespa 
ciai J 1 ( a 1 ) , sendo que•os coeficientes a.*. formam os vetores 
deste hiperespaço. 
Obviamente não calculamos um numero infinito de coe 
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ficientes, o que nos daria a solução exata, assim fazemos uma 
truncagem da serie num numero finito de termos advindo: 
N 
H
 i=l i x 
0 numero de coeficientes N da serie e o menor 
numero inteiro para o qual é valida a inequação: 
J- C *' N + 1) - J'C*' N)< c « < 1 
na qual e e suficientemente pequeno para proporcionar uma 
-4 
boa aproximação para (utilizamos e da ordem de 10 
Assim podemos agora, utilizando a serie dada em 
3.3.1, achar os seus coeficientes pelo método de aproximação 
exposto acima e por consequência solucionarmos o problema pa-
ra o tipo de escoamento a que nos propomos para qualquer va-
lor de Y . 
Calculamos os coeficientes de <J>' ^  que tornam mã 
ximos os J'( a ) , juntamente com os respectivos máximos, por 
( 1 * ) 
meio de um processo, Idealizado por Powell que mostra co 
mo achar pontos extremos (máximo ou mínimo) de uma função es-
calar de diversas variáveis, sem conhecer as derivadas parci-
ais da função, o que é muito Importante num caso como o nosso 
em que por ser a função demasiadamente complexa, exige enorme 
esforço o calculo de suas derivadas.(Apêndice B) . 
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IV - RESULTADOS 
IV. 1 - Soluções, Tabelas e Gráficos; 
Obtemos soluções para três tipos de escoamento 
correspondentes a diversos valeres da constante adiabãtica (y). 
a) Para o gás ideal os quais possuem y = 1. 
b) Para o gás hexafluoreto de urânio puro com 
y = 1,062. 
c) Para o gas constituído por uma mistura de 
95% de hidrogénio-e 5% de hexafluoreto de u 
rânio para o qual y = 1,384 (ver apêndice). 
Nas tabelas 1, 2 e 3 mostra-se para cada um dos 
casos o n? de variáveis da solução aproximada" na coluna 1, o 
mínimo correspondente na coluna 2 e os valores dos coeficientes 
na coluna restante. 
Vemos claramente da coluna 2 de cada uma das 
tabelas que ê bastante ampliarmos nossas soluções somente ate 
quatro variáveis, pois pelo critério exposto no capítulo anteri 
or, já conseguimos soluções suficientemente aproximadas. 
Dos valores dos coeficientes dados na terceira 
coluna podemos observar que as soluções obtidas para os diferen 
tes valores de y, se assemelham bastante qualitativamente pois 
em todos os três casos o primeiro e terceiro coeficientes são 
-1 -2 
da erdem de 1C e 10 respectivamente enquanto os outros a-
-3 
presentam ordem de grandezas menores que 10 
Também podemos sentir uma tendência de crescirnon 
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TABELA 1 
Y = 1>00 
Numero de 
variáveis 
Maximo Coeficientes da Série da 
Solução Aproximada 
0,86485 
0,87688 
0,87689 
0,4596,: 6,9x10 -4 
-4 0,51923: 9,4x10 : -0,06763 
,-4 0,52103: -7,2x10 : -0,06926: 1,8x10 -4 
TABELA 2 
Y = 1,062 
Numero de 
Máximo Coeficientes da Serie ca 
variáveis Solução Aproximada 
0,81214 0,45355: -6 ,lxlO - L t 
0,82943 0,51269: 0,0: -0,06658 
0,82945 0,52175: 0,00307: -0,06690: -0,00214 
TABELA 3 
Y =•1,384 
Numero de 
variáveis 
Máximo Coeficientes da Série da 
Solução Aproximada 
0,63664 0,36802: -5,8x10 
-4 
0,65243 
-4 0,40872: 1,3x10 : -0,05131 
0,65245 0,40989: 0,00213: -0,05033: -0,00087 
to dos valores absolutos dos coeficientes conforme o valor de 
Y para o escoamento diminui. 0 que pode significar uma diminu 
ição dos valores absolutos dos componentes angular e radial da 
velocidade assim como de seu prÕprio modulo, conforme o valor 
de aumente. Isto e a medida que o valor de y aumente propor-
cionalmente com a percentagem de hidrogênio na mistura teremos 
uma conseqüente diminuição da velocidade Cneste e no capítulo 
seguinte todas as grandezas são adimenslonais, salvo indicação 
em contra-gãs auxiliar, mencionado no capítulo de introdução.. 
Para observarmos estes efeitos mais claramente 
fizemos para cada uma das soluções correspondentes aos três va-
lores de Y dois tipos de gráficos das seguintes funções : 
0 I 
a) Componente Angular da Velocidade: 
1 Scf)1 n=4 
r' 90 i=l 
= Z - 2i a. r' 1 Sen (26i) 
3 2 
o o 
o o o 
on o 
o •o 
II :i . ;i 
az ÛZ az i 
*• =¡ 
Il II 
cz ce i 
i i 
>• O 
> O 
- >- <£> o 
G R f i F I C O i 
3 2 
o C3 
o o O 
on O 
o •o 
II :i . ;i 
ce ce ce 1 
• 
a 
II II 
CZ CC i 
I I 
>• O 
> O 
- >- <£> 
o 
G R H F I C O i 
GRRF-* I C O ?. 
—4 r~ C J en O 
r - RJ o 
uo O 
_ — O o o o 
:t 
cr 
;i 
cr ¿ cr cr cr t— V— K~ U J u ; Ui U J U J U i 
Í- t— t— 1 f-1 i~-t h-
n 
»"1 
+ > < 
11 a — > ó 
>- a — y V 
3*3-0- ¿6 • 
:i O Y A Í 
GRAF- I C O 3 
G R R F ' I C O 4 
G R A F I C O 5 
G R A F I CO 6 
CO 
II 
p- C J 
r- ir> zr CT» 
o 
ii II II 
CT er OL 
t ~ t~ tU J U l U J 
t— ( 
* 
t 
1 
a 
o 
o 
o 
¡1 
er er 
f_ t— i— 
Li  ItJ llJ .lJ 
t 
V v O 
o 
o 
EÜ'ü 
r-
99-0-
y tnn-ONü 
¿6 ' 
3QH0I 
;0-1-
T -f 
ez - i -
CT» 
CO 
o 
CO 
II") 
o 
o 
in 
o 
o 
LT 
<_J KT-, 
ö er 
o 
O 
O 
IT) 
O 
O 
O 
O 
)0 13; 
Componente Radiai da Velocidade 
'3<J>' n=4 
3r ! 
(i +'1) a. r' Cos (26 
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c) Modulo da Velocidade 
34>' , 1 3*» 1 / 2 
v f j = j V» c^ 1 i = f~c — ) + c ) D 
3r* r 1 36 
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d) Densidade 
P ' 
Y~l > , 2 _ 1 / (Y-
r • *"JL ! I H 
=
 i í V * 4>f I 
V4>2 
ou para y = l: p' = ex ( - -) 
" P 2 
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Fluxo (componente radial da velocidade multi­
plicado pela densidade) : 
a* * 
F» .= • P ! 
3r* 
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No primeiro tipo de grafico colocou-se cada uma destas funções 
contra o angulo em radiais, para.seis valores da variável r 1 , 
enquanto que no-outro tipo cada uma destas funções foram pos-
tas contra a variável r 1 para seis diferentes ângulos. 
IV. 2 - ANÁLISE DOS GRÁFICOS: 
IV. 2,1 - Visão Global 
Confirmando nossas previsões estes gráficos mos-
tram que conforme aumente o valor de y P a ^ cada um dos tres 
tipos de escoamento o valor absoluto da componente angular e ra 
dial da velocidade juntamente com o seu mSdulo diminui, no en-
tanto agora notamos que este fato proporciona um acentuado au-
mento da densidade enquanto o valor absoluto do fluxo aumenta 
menos intensamente. 
Passando, desta feita,' a analise mais pormenori-
zada das funções, podemos destacar que os gráficos da componen-
te angular nao nos oferece maiores informações alem do fato de 
que podemos observar a existência de um eixo de simetria no ân-
gulo ir/4 o que ê apreendido nao só* das formas das curvas em 
função do ângulo (gráficos 1, 2, 3 ) , como também da coincidên-
cia das curvas em função de r' para ângulos equidistantes de 
7 1 / 4 (gráficos 4 , 5, G) e que uma das condições de contorno . da-
das no segundo capítulo ê satisfeita, pois esta componente se a 
nula quando o ângulo atinge o ou T T / 2 radianos. 
A mesma simetria se observa para a densidade (gra 
ficos 13, 20, 21, 22, 23, 24) e para o modulo da velocidade 
(gráficos 13, 14, 15, 16, 17, 18).. 
IV. 2.2 - Verificação da Subsonicidade do Escoamento: 
Vemos que para a função anterior o escoamento 
rnrrcsüop.de ao -p.ás ideal (y = 1) (gráficos 13, 16) e o corres-
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pondente ao hexafluoreto de urânio puro (y =1,062; gráficos 
14, 17 ) não conseguimos um escoamento subsõnico para toda re 
giao em estudo, pois c' 2 - y, o que acarreta respectivamen-
te para cada um destes dois casos que a velocidade do som pos_ 
•sui valores de c 1 = 1 e c' = 1,035 e desta forma dos grá-
ficos acima mencionados reparamos que o modulo da velocidade 
atinge valores bem mais elevados - aqui ê observada uma dis-
crepância em relação ao que seria de se esperar levando em 
conta o método resolução empregado e esplanado no capítulo an 
terior o que talvez possa ser explicado pelo fato de deixar-
mos livre parte de nosso contorno, alem dos valores de serem 
bem mais baixos que o utilizado por Lush e Cherry ^ 1 1 ^ , en-
tretanto para o caso da mistura de 9 5% de hidrogênio e 5% de 
hexafluoreto de urânio usada em verdade no processo jato cen-
trífugo, o escoamento não ultrapassa a velocidade do som 
(c* = 1,176) em nenhum ponto da região considerada, permane-
cendo deste modo o escoamento subsõnico (grafico 15, 18). 
IV. 2.3 - Periferia 
Para os gráficos em que são representados a compo 
nente radial da velocidade (gráficos 7, 8, 9, 10, 11 12) e o 
.fluxo (gráficos 25, 25, 27, 28, 29, 30) verificamos que no mes 
mo ângulo que para as outras funções tínhamos uma clara sime-
tria agora temos uma igualmente clara antisimetria que nos 
permite considerar o ponto de iteração deste eixo com a peri-
feria de nossa região análoga ao ponto 1 da figura 4. Ou 
para ser mais preciso o ponto que separa o fluxo de entrada 
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da mistura a sei1 enriquecida - parte positiva do fluxo - de 
todo o fluxo de -saida, fluxo da fração leve adicionado ao da 
fração pesada - parte negativa do fluxo. 
Também vimos que na periferia a integral do fluxo 
s'e anula, comprovando que o fluxo total de" saida (TT/4<_6<_TT/2 ) , 
ê'igual ao fluxo total de entrada C0<6<TI74) . 
Enquanto que a densidade media na periferia cor-
respondente a entrada ê a; mesma que a correspondente a saida. 
AÍem disso para o caso em que y - 1.384, colocan 
do a saida - ponto 2 da figura 4 - em uma posição que equiva-
la a um ângulo de T T / 3 e de 5 T T / 7 , obtemos a tabela 5 para a 
densidade media das frações leve 
• T T / 2 
p de 
P r / 6 * 5 
p s 7 í /
2
-
P l ( 8 s ) 
T T / 4 
p de 
- T T / 4 
e para a densidade media da fração pesada, 
TABELA 5 
°s 
P l V 
T I A3 
Sr/1 0,721 0,855 
V - CONCLUSÃO: 
Como jâ foi exposto no Capítulo anterior somente um 
gãs - no presente trabalho consideramos uma mistura de gases co 
mo sendo um sõ gas - com y suficientemente elevado proporcio-
na um escoamento totalmente subsónico, condição necessária para 
ó processo jato centrífugo a fim de evitar formação de ondas de 
choque. 
Este fato ratifica a necessidade de usarmos um gás 
auxiliar - como o hidrogênio ou o hélio, - para com isso aumen-
tarmos o valor da constante adiabática (y) na mistura, pois no 
hexafluoreto de urânio puro este valor pouco excede a unidade . 
Além de justificar.a utilização de uma alta percentagem deste . 
gãs auxiliar na mistura caso contrario não obteriamos . .y. ele 
vados o bastante ao tipo de escoamento requerido (ver Apêndice 
A) . 
A simetria ou antisimetria observada para as várias 
funções - no ângulo ff/4 e devido a que consideramos a mistura 
gasoso como um sõ gãs e que arbitramos condições de contorno i ó -
nicamente para os eixos de simetria - ângulos 0 e u/2 - de 
nosso elemento de separação (ver figuras 3 e 4 ) , deixando livre 
toda a periferia de nosso sistema - r = R = o,o2cm, r !-l-) o_ 
que acarretou na divisão do fluxo em duas partes iguais porem de 
sinais opostos, em igualmente duas partes de nossa região. 
Assim o ângulo em que c fluxo muda de sentido não 
pode ser considerado como o de entrada do gás no processo real, 
porque então teríamos um ângulo total de abertura para cada ja-
to de T T / 2 (2 x T T / 4 ) , O que seria absurdamente grande (ver figu 
ras' 2, 3 e 4 ) . 
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Para uma avaliação, não sõ deste ângulo como também 
do ângulo dè separação da fração leve e pesada e•ainda de ou-
tros parâmetros do processo como fator de separação, corte, ga£ 
to energético e fator de enriquecimento, devemos levar em conta 
cada componente da mistura em separado. . 
Poder-se-ia fazer isto s aplicando ao nosso sistema 
a teoria das misturas (15), obtendo um conjunto de equações di-
ferenciais muito complexo cuja resolução esta alem do alcance 
deste trabalho o qual demonstrou sem muitas duvidas, espera-se 
- a perfeita estabilidade do escoamento que ocorre no processo 
jato centrífugo. 
APÉNDICE A 
Cálculo da Constante Adiabática para urna Mistura de 
Dois 'Gases : 
Numa mistura de dois gases se. pode escrever: 
C Mist = C . x-, + C
 0 x. 
•p pl 1 p2 2 
CvMist " Cvl X l + Cv2 X 2 
onde Cp e C y são os calores específicos a pressão e a volume 
constante, enquanto x^ e y.^ são as frações volumétricas dos 
dois componentes da mistura. 
Assim a constante adiabática da mistura pode ser cal-
culada como: 
C Mist C , x-, + C
 0 x 0 p pl 1 P 2 2 
Y Mist = • • = • ou 
C.Mist C - x, + C „ x 0 v vi 1 v2 2 
C , x_ + C . x 0 pl 1 p2 2 
Y Mist = ; — 
C - C pl v 
Para urna mistura de 95% de hidrogênio e 5% de hexa 
fluoreto de uranio teremos: 
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31, 43 x 0,05 + 28 , 58 x 0 ,95 1,6215 + 27 , 1510 
y - :—. , „ — = 
32 , 43 x 0 ,05 + 26, 58 x 0,95 1 ,5268 + 19 , 266 
1,062 ' 1,410 ' 
e finalmente chegamos ao valor da constante adiabática para es­
ta mistura como sendo de = 1,3844. 
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APÊNDICE 3' 
O processo de otimização usado consiste basicamen 
te do seguinte: 
inicialmente escolhemos para serem 
as n direções coordenadas e a vetor correspondente ao pon-
to de partida e então, 
1 ) : para i=l..,N calcula-se para maximizar J 1 Ca. ,+À .-£ .-e 
faz-se a. = a. . + 
1 i-l 
2) : para i = l...M-l substitui-se por E,^ + 1 e ainda 
por Ca„ - a ) r
 ~N ~o 
3 ) : acha-se X para maximizar J'(a^, + X (a^ - a^) , substi-
tui-se a Q por a Q + X (a - a Q ) e começa-se a próxima 
iteração de volta a etapa (1). 
De um modo geral, vê-se que calcula-se a^...a^ 
por sucessivas maximizações nas direções Ç^,...,^ sen-
do então definido um novo conjunto de direções por meio da e-
liminação de anterior, tomando os atuais, respecti-
vamente os valores dos + 1 anteriores para i=l,...N-l e 
definindo o novo como. = a„ - a 
0 novo a Q e encontrado pela maximização na dire 
ção £^ usando como valor inicial . Uma iteração ê com 
pleta quando um novo a Q ê encontrado partindo do a Q anteri 
or, sendo o máximo de qualquer função alcançado em um numero 
finito destas iterações. 
0 procedimento acima é dado a seguir em Algol GC 
APÉNDICE C 
Calculo do Numero de Knudscn (Kn) 
Este calculo ê feito a fim de justificarmos o tra 
tamento do meio gasoso como um continuo, assim: 
l - - . 
Kn = — 3 onde l e o percurso livre médio das mo-
L 
lêculasdogãs e L é a dimensão característica do sistema 
físico. 
Sendo £ dado por: 
RT • 
l • = 
/ 2 T T 6 2 N P 
o 
onde R é a constante dos gases perfeitos, 
N 0 o numero de avogrado, 
P a pressão 
— - — 8 
ô o diâmetro das moléculas do gãs, da ordem de 10 cm 
Desta forma utilizando os valores da temperatura 
pressão do gãs dados na introdução obtemos % da ordem de 
i o - \ 
Considerando a dimensão característica L como d 
ordem do diâmetro do elemento de separação 0.04 cm, resulta 
- ~ ~ 2 
que o numero de Knudsen e da ordem de 0.01 (Kn 10 ), sendo 
bem menor que a unidade, permitindo considerar o gas como um 
meio contínuo. 
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